
Николай Митов, Квантова информатика 9.1

9 Теория на измер-
ването и проекци-
онния постулат на
фон Нойман. Кван-
тови трансформа-
ции

В тази лекция са включени две
основни теми, които всъщност мо-
гат да се обединят и в една по-обща:
трансформации на квантовите систе-
ми. Това също могат да се нарекат
“квантови трансформации”, но като
термин това собствено сме го отнес-
ли към втората част на лекцията,
докато в първата част е посветена
на проблема, какво се случва след
измерване. Това е също вид транс-
формация, но е необратима и затова
има по-специален характер. Теория-
та на измерването се занимава имен-
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но с този въпрос.

9.1 Теория на измерване-
то

9.1.1 Началната постановка в
теория на измерването.
Итерационна повтаряе-
мост на измерванията

Измерването е драстичен акт вър-
ху квантова система, при който чес-
то системата престава да съществува
(поне в първоначалната си форма).
Например, един от първите измисле-
ни начини за регистрация на елемен-
тарни частици е като се постави на
пътя им фотоплака и те оставят точ-
ка върху нея. С това ние фактичес-
ки измерваме положението на час-
тицата. След това измерване обаче
частицата престава да съществува в
първоначалния си вид или по-точно,
тя се свързва в една обща система
с останалите частици на фотоплака-
та, където ние повече не можем да
я отделим. Това е пример за т.нар.
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“разрушително измерване.” Има оба-
че и “неразрушителни измервания,”
при които след измерването система-
та запазва своя първоначален сми-
съл и в частност, върху нея отново
може да се извърши измерване. Това
включва в частност и повтаряне на
вече направеното измерване. Тук ще
възникне нов вид повтаряемост при
измерванията, която ние ще наречем
итерационна повтаряемост, но преди
това нека започнем с точната фор-
мулировка на началната постановка
в теорията на измерването и свърза-
ната с това нова аксиома.

За целта, ние ще надградим на-
чалната постановка от втората лек-
ция (точка 2.1). Да си припомним, че
в квантово-логическия подход това
включваше две съвкупности във все-
ки модел на квантова система: съв-
купността E v e n t s на събитията на
системата и съвкупността S t a t e s
на състоянията на системата и заед-
но с това, функцията

Prob :
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E v e n t s × S t a t e s → [0, 1] ,

(Q, ρ) 7→ Probρ (Q) (≡ Probρ (Q)) ,

(ф–ла (2.1)), която задава вероят-
ността Probρ (Q) за регистриране на
събитието Q (т.е., измерване на “Q
= 1”) в състояние ρ. При неразру-
шителни измервания предполагаме,
че след регистриране (измерване) на
събитието Q системата преминава в
ново състояние ρ ′:

ρ |−−−−−→
{Q=1}

ρ ′ . (9.1)

Какво е това състояние ρ ′ е предмет
на нова аксиома, наречена проекцио-
нен постулат.

Ние ще формулираме този посту-
лат след малко и ще поясним произ-
хода на името му. Преди това ще да-
дем някои подготвителни пояснения.
На следната фигура сме дали алтер-
нативна схема на трансформацията
(9.1):
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или също

фиг. 57: Началната постановка на проекционния

постулат надгражда постановката от първата

аксиома от точка 2.1. На фигурата последната

е изразена от стрелката “ ”, която завива

в хоризонтална посока. Надграждането е

представено на фигурата от вертикалната черта

“ ”: системата преминава в ново състояние ρ ′

след измерването.

Да си спомним от втората лекция
(точка 2.5), че състоянията (и в част-
ност, също и ρ ′) се определят напъл-
но, като функции от събитията:

ρ ′(P ) ≡ Probρ′ (P ) . (9.2)

Затова, ние извършваме ново измер-
ване (т.е., регистриране) на някакво
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друго събитие, да речем, P . Итери-
райки схемата от фиг. 57 ние заклю-
чаваме, че системата отново преми-
нава в евентуално ново състояние,
ρ ′′, което на свой ред можем да тес-
тваме с измерването на поредно съ-
битие R. Така, фиг. 57 се итерира до
следната схема:

l09  p01 v1,v2,v3

фиг. 58: Итериране на схемата от фиг.

57. В частност, вероятността след първата

итерация е това, което в класическата теория

на вероятностите се нарича условна вероятност.

Достигаме до много важна интер-
претация: виждаме, че вероятността
Probρ ′ (P ) от (9.2) е аналога в кван-
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товата теория на понятието условна
вероятност, която ще означим с:

Probρ (P |Q) := Probρ′ (P ) (9.3)

и ще наречем вероятност за
настъпване (регистриране) на
събитието P при условие, че
преди това е настъпило (ре-
гистрирано) събитието Q в
състояние ρ.

Така, както вече отбелязахме, те-
орията на измерването ни води до
ново понятие за повтаряемост на
измерванията: това е итерационна-
та повтаряемост. Тя не бива да се
смесва с повтаряемостта дискутира-
на във втората лекция (точка 2.3).
Последната можем да изобразим на
горните фигури, като “хоризонтална
повтаряемост”:
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l09  p02 v1,v3

фиг. 59: “Хоризонтална” повтаряемост на

измерванията: това е повторение на опита “от

начало”, т.е., приготвяме отново и отново

системата в състояние ρ и в него повтаряме

измерването на събитието Q.

Хоризонталната повтаряемост е
фактически заложена в самото
понятие за вероятност Probρ (Q),
посредством закона за големите чис-
ла (ф–ла (2.6)). Тук ние повтаряме
измерванията едно след друго, ка-
то всеки път се връщаме от самото
начало: приготвяме системата в на-
чалното състояние ρ и измерваме
събитието Q.
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При “вертикалната”, итерационна
повтаряемост ние продължаваме из-
мерването в новото състояние, кое-
то е получено в резултат на приклю-
чилото измерване. В една първона-
чална форма, проекционния посту-
лат може да се изкаже и така: ако
след регистриране на събитието P ние
отново измерим същото събитие, но
в новото състояние ρ ′′, получено след
предходното измерване, то събитието
P ще настъпва вече с вероятност 1 и
състоянието ще престане да се проме-
ня след измерване на P . Tова може
да наречем стабилизация при итери-
ране на едно и също измерване, което
е изобразено на долната фигура:
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l09  p03 v1,v3

фиг. 60: “Вертикалната”, итерационна

повтаряемост на измерванията (това е

“измерване след измерване”) и стабилизация

на резултатите при повтаряне на еднакви

измервания.

9.1.2 Проекционния постулат

Споменатият по-горе принцип на
стабилизация може да се приеме, ка-
то изходна аксиома на теорията на
измерването, но ние ще приемем ед-
на по-силна форма и по-късно ще
приведем нейна обосновка от по-
общи аксиоматични предположения.
Фон Нойман предлага следната за-
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кон за изменение на състоянието
след измерване:

Проекционен постулат на фон Ной-
ман.
След регистриране на събитие Q

(т.е., измерването на Q = 1) в със-
тояние ρ системата преминава със
скок (т.е., “внезапно”) в ново състо-
яние ρ ′, определено по формулата:

ρ ′(P ) =
ρ(QPQ)

ρ(Q)
, (9.4)

като функция на събитията P .

По такъв начин, използвайки озна-
чението (9.3), ф–ла (9.4) може да се
презапише, като:

Probρ (P |Q) =
ρ(QPQ)

Probρ (Q)
, (9.5)

за всеки две събития Q и P , и
състояние ρ. Забележете, в числи-
теля на ф–ла (9.5) QPQ не е съ-
битие в общия случай, затова не
можем да запишем ρ(QPQ), като
“Probρ (QPQ)” по принцип. Всъщ-
ност, QPQ е наблюдаема, която ще
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разгледаме по-специално малко по-
късно в тази точка, така, че ρ(QPQ)
е средната стойност на QPQ в състо-
янието ρ. В точка 9.1.8 ние ще пре-
дадем на ρ(QPQ) смисъл на веро-
ятност, но все пак, това няма да е
вероятност на събитие, а ще я наре-
чем “вероятност на ефект”. Въз осно-
ва на това ние ще обосновем там ф–
ла (9.5) (и (9.4)) от по-първични ак-
сиоматични предположения.

Нека да отбележим обаче, че и в
първоначалния си вид проекционния
постулат с формула (9.5) има извест-
на “естественост”. Например, ако съ-
битията Q и P са съвместни, т.е. ко-
мутират,

QP = PQ = Q иP (≡ P и Q) ,

то ф–ла (9.5) приема вида

Probρ (P |Q) =
Probρ (P и Q)

Probρ (Q)
, (9.6)

(понеже тогава QPQ = Q2P = QP ).
Но ф–ла (9.6) е всъщност формулата
на Бейс от теория на вероятностите,
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която въвежда класическата условна
вероятност. Така, ф–лата на Фон
Нойман (9.5) се явява квантовата
формула на Бейс!

9.1.3 Квантови скокове

Преди да преминем към анализа на
проекционния постулат и неговите
следствия ще обърнем внимание на
един детайл от формулировката му
по-горе. Ние написахме, че транс-
формацията се извършва “със скок”
(или още, “внезапно”). От математи-
ческа или аксиоматична гледна точ-
ка това няма значение за нашия
курс. Това става от значение, ко-
гато се направи по-обща постанов-
ка на квантовата теория, в която се
включи и непрекъснато време. Все
пак ние включихме този израз, за-
щото това е една от физическите за-
бележителности на квантовата тео-
рия. Трансформациите на състояни-
ята със скок след измерване се на-
ричат още “квантови скокове”. Ед-
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ни от най-забележителните квантови
скокове в природата са т.нар. “енер-
гетични преходи” в атомите и моле-
кулите, при които се излъчва фотон
и електроните “прескачат” от едни
енергетични нива на други. Други
“квантови скокове” са разпадите на
нестабилните атомни ядра. Разбира
се, от “най-фундаментална” гледна
точка може да се спори доколко то-
ва са наистина внезапни преходи, но
от макроскопична гледна точка то-
ва са мигновени скокове в състояние-
то на системата след макроскопична
регистрация на настъпилия ефект:
излъчване или разпад. По-късно в
тази лекция ние ще се върнем отно-
во върху феномена на “скока след из-
мерване” и ще покажем някои от не-
говите парадоксално звучащи следс-
твия.
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9.1.4 Формулата за условните
средни стойности и ко-
ректността на проекци-
онния постулат

Да разгледаме въпроса дали ф–ла
(9.4) наистина определя състояние,
т.е., дали имаме коректност (неп-
ротиворечивост) на проекционния
постулат.

Най-напред, ами ако знаменателя
в (9.4) е нула, какво правим тогава?
Отговор: знаменателя в (9.4) e ρ(Q)
= Probρ (Q), т.е., това е вероятността
за регистрация на Q в състояние ρ;
следователно, с вероятност нула ще
ни се налага да делим на нула във
ф–ла (9.4). Но това е само началото.

Според аксиомите на квантово-
логическия подход, състоянията са
определени функции на събитията,
които трябва да се подчиняват на
известни аксиоматични условия. Ние
ще проверим това обаче в алгебрич-
ния подход, където както вече зна-
ем, квантово-логическия подход има
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интерпретация. Да припомним, че в
алгебричния подход състоянията са
отново функции, но на наблюдаеми-
те, като те са продължение на съ-
ответните им функции в квантово–
логическия подход, когато разглеж-
даме събитията, като наблюдаеми.
Още най-първото условие върху със-
тоянията, като функции на наблю-
даемите – линейността – опреде-
ля, какво е продължението на ф–ла
(9.4), когато заменим P с произволна
наблюдаема A. Наистина, спектрал-
ната теорема ни казва, че събити-
ята пораждат линейно алгебрата на
наблюдаемите. Следователно, ρ ′ във
ф–ла (9.4) има единствено продъл-
жение, като линеен функционал и то
е:

ρ ′(A) =
ρ(QAQ)

ρ(Q)
(9.7)

за произволен елемент A на алгебра-
та на наблюдаемите A (оставяме, ка-
то упражнение детайлната обоснов-
ка на ф–ла (9.7) от (9.4)).

По-нататък, следва да проверим,
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че така получения линеен функцио-
нал ρ ′ (9.7) изпълнява аксиоматич-
ните условия за състояние от алгеб-
ричния подход (аксима (a3) от точка
5.10). Това бяха условията, че

• ρ ′ е положителен линеен функци-
онал: ρ ′(A∗A) ⩾ 0 за всяко A ∈ A?
Наистина: това следва от това, че
числителя и знаменателя в (9.7) са
неотрицателни при замяната A 7→
A∗A, понеже ρ(QA∗AQ) = ρ

(
(AQ)∗

(AQ)
)
⩾ 0 (ρ е също положителен

линеен функционал).

• ρ ′ е нормиран линеен функционал:
ρ ′(1̂) = 1? Това е очевидно.

И така, линейният функционал ρ ′,
както е определен от проекционния
постулат, наистина може да задава
състояние на системата.
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9.1.5 Защо постулатът на Фон
Нойман се нарича про-
екционен? Матрицата на
плътността след измер-
ване. Трансформация на
чистите състояния след
измерване.

Най-общо казано, проекционния
постулат е “проекционен”, защото от
него следва принципа за стабилиза-
ция, който формулирахме по-горе
в точка 9.1.1. Наистина, нека раз-
гледаме верига от последователни
измервания

ρ |−−−−−→
{Q=1}

ρ ′ |−−−−−→
{P=1}

ρ ′′ (9.8)

и нека P := Q, т.е., по след регист-
риране на Q отново сме измерили Q.
Тогава имаме

ρ ′′(B) =
ρ ′(PBP )

ρ ′(P )
,

ρ ′(A) =
ρ(QAQ)

ρ ′(Q)
(9.9)

(за всеки две наблюдаеми A и B) и
след известни линейни манипулации,
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които оставяме за упражнение, отчи-
тайки също, че Q = P както и че Q2

= Q, понеже Q е събитие то в крайна
сметка получаваме, че

ρ ′′(A) = ρ ′(A)

за всеки елемент A ∈ A, т.е., ρ ′′

и ρ ′ са едни и същи функции
и следователно, са едни и същи
състояния.

Забележете също, че при прехода
ρ |−−−−→

{Q=1}
ρ ′ имаме

ρ ′(Q) = 1 ,

което означава, че след регистриране
на събитието Q системата преминава
в собствено състояние за Q.

И така, “проекционността” пре-
ди всичко отговаря на “стабилизаци-
ята”. Но всъщност, да си спомним
от по-предната лекция, че събити-
ята се представят от ортогонал-
ни проектори върху подпространст-
ва в хилбертовото пространство на
състоянията на системата. Ние ще
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видим сега, как проекционни опера-
тори действително “проектират при
измерване”. За целта ще видим пър-
во, как се трансформират матриците
на плътността на състоянията след
измерване и после ще приложим то-
ва за специалния случай на чисти
състояния, които тогава имат векто-
ри на състояние.

Да започнем с първия въпрос
и да си припомним, че матрицата
на плътността на състояние ρ е
наблюдаема ρ̂, която е еднозначно
определена по формулата

ρ(A) = Tr ρ̂A (9.10)

за всеки елемент A на алгебрата на
наблюдаемите A. Твърдим, че ако
матриците на плътността на състо-
янията ρ и ρ ′ са ρ̂ и ρ̂ ′, съответно,
то ако това са състоянията на кван-
товия преход ρ |−−−−→

{Q=1}
ρ ′, получен в

следствие на измерването на събити-
ето Q, то е в сила връзката

ρ̂ ′ =
1

Tr ρ̂Q
Q ρ̂Q . (9.11)
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Наистина, съгласно еднозначността
на определяне на матрицата ρ̂ ′ от
аналога на ф–ла (9.10) достатъчно е
да изведем равенството

Tr ρ̂ ′A =
TrQ ρ̂QA

Tr ρ̂Q
, (9.12)

но това е точно равенството (9.7)
след представянето на функциона-
лите ρ и ρ ′ с матриците им на плът-
ността и отчитане на цикличното ра-
венство на следата:

Tr ρ̂ QAQ = TrQ ρ̂QA .

След като установихме ф–ла
(9.11) за трансформацията на мат-
рицата на плътността на състояние
след измерване, нека я приложим за
случая, когато изходното състояние
ρ е чисто. Последното, както знаем
е еквивалентно на това, че матрица-
та на плътността ρ̂ има вида

ρ̂ = |Ψ⟩⟨Ψ| , (9.13)

за единичен вектор Ψ на хилбертово-
то пространство на състоянията H,
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наречен вектор на състоянието. Но
от ф–ла (9.11) директно следва то-
гава, че и матрицата на плътността
ρ̂ ′ ще изпълнява тогава аналогично
равенство,

ρ̂ ′ = |Ψ′⟩⟨Ψ′| , (9.14)

ако положим

Ψ′ :=
1

∥QΨ∥ QΨ . (9.15)

Наистина, ф–ла (9.14) ще се полу-
чи, ако заместим (9.13) в (9.11) и от-
четем равенството

Q |Ψ⟩⟨Ψ| Q = |QΨ⟩⟨QΨ| ,

съгласно правилата на бра-кет смя-
тането от по-предишната лекция
(препоръчваме тази проверка на все-
ки читател да я извърши докрай, ка-
то полезно упражнение на бра-кет
смятането).

И така, ф–ли (9.13) и (9.14) имат
много важно значение. Първо, те по-
казват, че след измерване на про-
изволно събитие в чисто състоя-
ние трансформираното състояние е
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пак чисто! Второ, векторът на със-
тояние на трансформираното чисто
състояние се получава с ортогонал-
но проектиране QΨ на изходния век-
тор Ψ на състояние върху линейното
подпространство, съответстващо на
регистрираното събитие Q и послед-
ващо премащабиране за да получим
отново единичен вектор на състо-
яние. Това вече напълно мотивира
наименованието “проекционен посту-
лат.”

9.1.6 При настъпване на еле-
ментарни събития винаги
състоянията се изчистват

Формулираното твърдение в загла-
вието на тази подточка е забележи-
телно и е изключително важно. То
е пряко следствие от ф–ла (9.11)
за трансформация на матрицата на
плътността при измерване на съби-
тие.

Нека формулираме пълното
твърдение. Да предположим, че
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изходното състояние ρ е общо,
но регистрираното събитие Q

е елементарно събитие. Съгласно
по-предната лекция, Q има вида

Q = |Φ⟩⟨Φ| , (9.16)

за единичен вектор Φ от хилбер-
товото пространство на състоя-
нията H. Тогава твърдим, че след
настъпване на събитието Q систе-
мата в чистото състояние опреде-
лено от вектора Φ.

За доказателство на това твър-
дение да заместим във ф–ла (9.11)
вида (9.16) на Q:

ρ̂ ′ =
1

Tr ρ̂ |Φ⟩⟨Φ| |Φ⟩⟨Φ| ρ̂ |Φ⟩⟨Φ| .

С изразизите в числителя и знамена-
теля вече сме имали опит: те дават
следните резултати:

|Φ⟩⟨Φ| ρ̂ |Φ⟩⟨Φ| = (⟨Φ| ρ̂ |Φ⟩) |Φ⟩⟨Φ| ,
Tr ρ̂ |Φ⟩⟨Φ| = ⟨Φ| ρ̂ |Φ⟩ ,

откъдето получаваме:

ρ̂ ′ = |Φ⟩⟨Φ| .
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Последното на свой ред означава, че
ρ̂ ′ е чисто състояние с вектор Φ,
което и се твърдеше.

Нека сега да коментираме по-
детайлно значението на доказаното
твърдение. А то е, че получаваме
практически метод за конструиране
на чисти състояния. Наистина, ако
подложим произволно състояние на
измерване в елементарно събитие, то
полученото състояние ще е винаги
едно и също чисто състояние. Та-
ка, измерването служи като “фил-
тър” или, “филтрация на състояни-
ето”. Именно такава е ситуацията в
експеримента с поляризаторите от
първата ни лекция: там поляризато-
рите са филтри, които правят измер-
ване на елементарно събитие. Зато-
ва, макар преди поляризаторите фо-
тоните да са в произволно (всъщ-
ност, смесено) състояние на поляри-
зация, то след преминаване през по-
ляризатор става измерване на еле-
ментарно събитие и поляризацион-
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ното състояние се изчиства.68

9.1.7 Комутируемост при
последователни измерва-
ния

Както изтъкнахме още в уводната
лекция, една от новите, изключител-
ни черти на квантовата теория, не-
позната преди нея при описанието на
природните феномени е зависимост-
та от реда на наблюденията или още,
измерванията. Количествено, това се
изразява в нарушаването на закона на
Бейс:

Probρ (Q)Probρ (P |Q)
̸= Probρ (P )Probρ (Q |P ) (9.17)

68Както читателя може би е забелязал,
ние се изразихме само за “поляризационно-
то състояние” на фотона. Пълното състоя-
ние на фотона е като на съставна система
от различни т.нар. “степени на свобода” и
математически се дава от тензорно произ-
ведение (т.е., съчетаването на няколко сте-
пени на свобода е образуване на съставна
система и се описва от теорията от мина-
лата лекция).
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при някои събития Q, P и състояние
ρ.

Ако събитията Q и P комутират,
QP = PQ, то както отбелязахме по-
горе в точка 9.1.2 и ф–ла (9.6), то
двете страни на ф–ла (9.17) са равни
на

Probρ (P и Q) ≡ Probρ (Q иP )

и това става при всяко състояние ρ.
С други думи, тогава закона на Бейс
се изпълнява. Вярно е и обратното:
ако за две събития Q и P при всяко
състояние ρ във ф–ла (9.17) се из-
пълнява равенство вместо неравен-
ство, то тогава събитията Q и P

комутират (QP = PQ).
Ще дадем доказателството на

това твърдение схематично, като
детайлите оставяме за упражне-
ние (незадължително за настоящия
курс).

• Най-напред, ако във ф–ла (9.17)
се изпълнява равенство вместо
неравенство, то имаме

ρ(QPQ) = ρ(PQP ) (9.18)



Николай Митов, Квантова информатика 9.28

и това се изпълнява за всяко
състояние ρ по допускане.

• Формула (9.18) ни дава, че

Tr ρ̂ QPQ) = Tr ρ̂ PQP (9.19)

при всяка матрица на плътността
ρ̂.

• Множеството на всички възмож-
ни матрици на плътността пораж-
да линейно алгебрата на наблю-
даемите A (защо? – указание: из-
ползвайте, че за всеки ортогонален
проектор, т.е., събитие R следва,
че 1

TrR R е възможна матрица на
плътността). Следователно, равен-
ство (9.19) ще продължава да се
изпълнява, ако заменим ρ̂ с произ-
волен елемент A на алгебрата на
наблюдаемите A, в частност, ако
заменим ρ̂ с |Ψ⟩⟨Φ| за произволни
два вектора Ψ и Φ на хилберто-
вото пространство на състоянията
H. Последното на свой ред ни дава

⟨Φ|QPQ |Ψ⟩ = ⟨Φ|PQP |Ψ⟩
(9.20)
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за всеки Ψ и Φ, в частност и за
орто-нормиран базис (например,
стандартния) на H. Следователно,
QPQ и PQP са една и съща
матрица (един и същи елемент на
A),

QPQ = PQP . (9.21)

• Оттук нататък, работата продъл-
жава изцяло в алгебрата A: от
(9.21) получаваме, че

−
(
i(QP − PQ)

)2 ≡ (QP − PQ)2

= QPQP + PQPQ−QPPQ
−PQQP = 0

(защо; а за какво са ни минуса
и имагинерната единица в начало-
то?) и тогава спектралната теоре-
ма ни дава, че

QP − PQ = 0 ,

което и трябваше да се докаже.

Така, установихме допълнител-
ния аспект при съвместната измери-
мост на събития, който анонсирах-
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ме още от първата лекция. Това бе-
ше еквивалентността на комутируе-
мостта на събития и изпълнението
на закона на Бейс. Има обаче още
един допълнителен аспект на кому-
тируемостта. Това е факта, че при
последователна регистрация на ко-
мутиращи събития крайното със-
тояние не зависи от реда на регис-
трация, както и обратното, ако за
всяко състояние при последовател-
на регистрация на събитията Q и
P системата преминава в едно и
също крайно състояние, независимо
от реда на регистрация, то Q и P

комутират. Схематично, последно-
то твърдение е изобразено в първата
еквивалентност на следната форму-
ла:
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(9.22)

а втората еквивалентност е от пред-
ходното твърдение (така, ф–ла (9.22)
съдържа сумарно резултатите на та-
зи подточка).

Доказателството на последното
твърдение (т.е., първата еквивалент-
ност във ф–ла (9.22)) ще оставим, ка-
то упражнение, надхвърлящо очак-
ваните умения в този курс.

9.1.8 Вероятност за следване
на едно събитие след
друго

Ние видяхме в предходната подточ-
ка, че за некомутиращи събития Q и
P закона на Бейс се нарушава и да-
ва неравенство (9.17). Нека означим
лявата и дясната страни там с

Probρ (P след Q)

:= Probρ (Q)Probρ (P |Q)
≡ ρ(QPQ) , (9.23)

Probρ (Q следP )

:= Probρ (P )Probρ (Q |P )
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≡ ρ(PQP ) (9.24)

и да ги наречем, съответно:

– вероятност за настъпване пър-
во на Q и след това P ;

– вероятност за настъпване пър-
во на P и след това Q.

Забележете, че в общия случай:

Probρ (P след Q) ̸= Probρ (Q следP )

Н
иколай
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̸=
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̸=

Probρ (P и Q) = Probρ (Q иP )

като равенствата настъпват, ако Q и
P комутират. Забележете също, че
ако въведем още означението

P след Q := QPQ , (9.25)

то в общия случай това няма да
е събитие, но ще бъде наблюдаема,
която ще изпълнява специалното
операторно неравенство:

0̂ ⩽ QPQ ⩽ 1̂ (9.26)

(без доказателство). Наблюдаеми,
които изпълняват неравенството
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(9.26) се наричат понякога ефекти
и благодарение на това неравенство
ще следва, че

0 ⩽ ρ(QPQ) ⩽ 1 , (9.27)

от където пък следва, че числата
Probρ (P след Q) и Probρ (Q следP ),
които по-горе нарекохме вероятнос-
ти, наистина могат да се нарекат та-
ка.

9.1.9 Обосноваване на про-
екционния постулат от
принципа за стабилиза-
ция

Проекционният постулат от точка
9.1.2 има своята “естественост”, ка-
то “квантова формула на Бейс”, но
за аксиоматична пълнота ще диску-
тираме сега една възможност той да
се обоснове от по-общи аксиоми. На-
чалната постановка остава, както в
точка 9.1.1: предполагаме, че след
регистрация на събитие Q в състо-
яние ρ системата преминава (“със
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скок”) в ново състояние ρ ′, което из-
разяваме с: ρ |−−−−→

{Q=1}
ρ ′ и означа-

ваме, както преди Probρ (P |Q) :=

ρ ′(P ) (ф–ла (9.2)), както и въвеж-
даме означението Probρ (P след Q)
:= Probρ (Q)Probρ (P |Q). Въпросът е
какво е състоянието ρ ′ или с дру-
ги думи, как се определя квантова-
та условна вероятност Probρ (P |Q)
= ? (еквивалентно, Probρ (P след Q)
= ?).

За целта, нека да разгледаме че-
тири по-общи аксиоматични принци-
па.

(Принцип на стабилизацията.)
Ако след регистриране на събитиеQ
в състояние ρ се е установило състо-
яние ρ ′ и ако тогава отново измерим
Q в ρ ′, то Q ще настъпи с вероят-
ност 1 и състоянието повече няма да
се промени (т.е., ще остане ρ ′). Схе-
матично, този принцип може да се
изрази с импликацията:

ρ |−−−−−→
{Q=1}

ρ ′ (9.28)
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=⇒ Probρ′ (Q) = 1 и

ρ ′ |−−−−−→
{Q=1}

ρ ′ .

(Принцип на потвърждението.)
Ако събитието Q настъпва в със-
тоянието ρ с вероятност 1, то след
измерване на Q състоянието оста-
ва същото. Схематично, този прин-
цип може да се изрази с имплика-
цията:

Probρ (Q) = 1 (9.29)

=⇒ ρ |−−−−−→
{Q=1}

ρ .

(Всъщност, частта “и . . . ” в дясна-
та страна на импликацията (9.28)
не е необходима, защото следва от
(9.29).)

(Принцип: “формулата на Бейс е вяр-
на за комутиращи събития”.)
Подробно: ако събитията Q и
P комутират, то Probρ (P |Q) =

Probρ (P и Q)
Probρ (Q)

.

(Принцип на смесването.)
Ако имаме смес на състояния, ρ =



Николай Митов, Квантова информатика 9.36

q1ρ1 + q2ρ2 и имаме

ρ |−−−−−→
{Q=1}

ρ ′ , ρj |−−−−−→
{Q=1}

ρ ′
j ,

за j = 1, 2, то е в сила формулата
за вероятностна смес:

Probρ (P след Q) (9.30)

= q1 Probρ1 (P след Q)

+ q2 Probρ2 (P след Q) .

Първо, всичките четири прин-
ципа по-горе следват от проекцион-
ния постулат от точка 9.1.2: ня-
кои от тези твърдения вече устано-
вихме в предните подточки, а оста-
налото го оставяме без доказателс-
тво, като незадължително за курса
упражнение.

Вярно е и обратното: от горните
четири принципа следва проекцион-
ния постулат: това също ще изло-
жим схематично, като пропуснем ня-
кои по-технически детайли.

Преди всичко, това което тряб-
ва да се изведе е формулата
Probρ (P след Q) = ρ(QPQ) (второто
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равенство на ф–ла (9.24)). Поради
принципа на смесването, достатъчно
е да се установи това равенство са-
мо за чисти състояния, ρ = |Ψ⟩⟨Ψ|.
Така, нужно е да покажем, че ако
ρ е чисто състояние с вектор Ψ, то
имаме

Probρ (P след Q) = ⟨Ψ|QPQ |Ψ⟩

(съгласно формулата на Дирак за
средните стойности). Последното на
свой ред означава да докажем, че
след регистриране на Q в чисто със-
тояние с вектор Ψ, то системата пре-
минава отново в чисто състояние и
то има вектор Φ, който е пропорцио-
нален на проекцията QΨ. Това е не-
що, което вече установихме в точка
9.1.6, като следствие на проекцион-
ния постулат, а сега трябва да изве-
дем същите тези заключения само от
горните четири принципа.
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9.1.10 Вероятността за преход
от гледна точка на тео-
рията на измерването

Нека сега видим, как въведената по-
рано вероятност за преход наистина
съответства на преход от гледна
точка на теория на измерването.
Наистина, да предположим, че в
състояние Ψ е направено измерване
и е регистрирано събитие Q. Ние
вече знаем от по-предната лекция, че
вероятността за това е

ProbΨ (Q) = ∥QΨ∥2 . (9.31)

От друга страна, съгласно точка
9.1.5 по-горе, системата преминава
след измерване отново в чисто със-
тояние с вектор 1

∥QΨ∥ QΨ (ф–ла
(9.15)), който нека сега да означим
с Φ. Така, имаме преход при регист-
риране на Q:

Ψ |−−−−−→
{Q=1}

Φ =
1

∥QΨ∥ QΨ (9.32)

и този преход се извършва с вероят-
ност (9.31), която лесно може да се
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изрази само чрез векторите Ψ и Φ:

ProbΨ (Q) = |⟨Ψ |Φ⟩|2 , (9.33)

което следва, като заместим Φ =
1

∥QΨ∥ QΨ в последната формула и
сведем израза до дясната страна на
(9.31). Забележете, че в случая няма
значение дали Q е елементарно съби-
тие, а само че става преход Ψ |−−−−→

{Q=1}
Φ. От друга страна, този преход е
гарантиран, ако Q е елементарното
събитие Q = |Φ⟩⟨Φ| (сгласно точка
9.1.6).

9.1.11 Проекционния постулат
формулиран за измер-
ване на наблюдаеми

Ако A е наблюдаема със спектрално
разлагане A = α1Q1 + · · · + αmQm,
то ако при измерване на A в чисто
състояние с вектор Ψ е измерена
стойност αk, то системата преминава
отново в чисто състояние с вектор Φ

=
1

∥QΨ∥ QΨ.
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9.2 Квантови трансфор-
мации

9.2.1 Две картини: на Хайзен-
берг и на Шрьодингер

l09 - p10 v3

фиг. 61: Двете картини на кван товите

трансформации.

Квантови трансформации в карти-
ната на Шрьодингер: аксиоматични
условия

• “чисто състояние” 7→ “чисто състо-
яние”;
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• смес на състояние 7→ смес на
състояние със същите тегла;

• вероятностите за преход се запаз-
ват: ако

- чисто състояние с вектор Ψ ∈ Cn

7→ чисто състояние с вектор Ψ′ ∈
Cn и

- чисто състояние с вектор Φ ∈ Cn

7→ чисто състояние с вектор Φ′ ∈
Cn, то

pΨ 7→Φ = pΨ′ 7→Φ′ . (9.34)

Теорема на Вигнер / Wigner.
За всяка квантова трансформация
съществува единствена трансфор-
мация U : Cn → Cn′, такава че век-
торът Ψ′ е пропорционален на UΨ

при всяко трансформиране Ψ 7→ Ψ′,
като се случва една от следните две
възможности:

- U е линейна и

⟨UΨ |UΦ⟩ = ⟨Ψ |Φ⟩ , (9.35)

за всеки Ψ, Φ ∈ Cn;
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- U е анти-линейна и

⟨UΨ |UΦ⟩ = ⟨Ψ |Φ⟩ , (9.36)

за всеки Ψ, Φ ∈ Cn.

U е единствена с точност до про-
порционалност.

Вярна е и обратната посока.

9.2.2 Унитарни трансформа-
ции и матрици (матема-
тическа теория)

• Нека U : Cn → Cn′ е линейна
трансформация. Тогава

⟨UΨ |UΦ⟩︸ ︷︷ ︸
⟨Ψ |U∗UΦ⟩

= ⟨Ψ |Φ⟩︸ ︷︷ ︸
⟨Ψ | 1̂Φ⟩

(∀Ψ,Φ ∈ Cn)
}

⇐⇒ U∗U = 1̂ , (9.37)

като казваме, че U е унитарна
трансформация.

• Ако U е квадратна матрица и U∗U

= 1̂, то U е обратима, понеже

1 = deg 1̂ = detU∗U

= detU∗ detU = | detU |2 .
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Тогава:
U−1 = U∗ (9.38)

и такива матрици наричаме уни-
тарни матрици.

Извод: унитарните матрици за-
дават обратими квантови транс-
формации.

9.2.3 Условие за съгласуваност
между двете картини

l09 - p11 v3

фиг. 62: Съгласуваността между двете картини

на квантовите трансформации.
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9.2.4 Квантови трансфор-
мации в картината на
Хайзенберг

• Трансформацията A → A : A 7→
U∗AU за U∗ = U−1 има свойства-
та:

- U−1(AB)U = (U−1AU) (U−1BU),

- U−11̂U = 1̂,

- (U−1AU)∗ = U∗A∗U−1∗,

които означават, че това е морфи-
зъм на ∗–алгебри с единица.

• Горният вид изоморфизми се на-
ричат “вътрешни” / “inner”.

• Математически резултат: всички
∗–изоморфизми на Matn(C) в себе
си са вътрешни.

• Това показва, че за крайни, чисто
квантови системи, двете картини
на описание на квантовите транс-
формации са еквивалентни.
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9.2.5 Връзка между унитар-
ните матрици и орто-
нормираните базиси

Матрицата U е унитарна, тогава
и само тогава, когато колоните й
(или редовете) са орто–нормиран
базис:
l09 - p12 v1 - 3

×

l09 - p12 v1 - 3
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l09 - p12 v1 - 3

като при това, като оператор U :

Cn → Cn,

ej
U7−→ uj

за j = 1, . . . , n, където ej е стандар-
тния орто–нормиран базис на Cn.

Наистина, имаме:

U∗U = 1̂ (9.39)

⇐⇒ ⟨uj | uk⟩ =
{

1 при j = k

0 при j ̸= k

и също така,

UU∗ = 1̂ (9.40)

⇐⇒ |u1⟩⟨u1|+ · · ·+ |un⟩⟨un| = 1̂ .
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9.2.6 Гейт на Адамар

l09 - p13 v3

фиг. 63: Гейт на Адамар


