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Аксиоми на квантово-логическия подход – продължение

Логическата наредба между събитията

Въвеждаме бинарна релация в множеството на събитията Events:

за P, Q ∈ Events нека

P 4 Q се определя чрез условието,

че за всички състояния ρ, σ ∈States,

от Probρ (P ) = 1 следва, че Probρ (Q) = 1 ,

от Probσ (Q) = 0 следва, че Probσ (P ) = 0 .

Когато P 4 Q ще казваме, че

събитието P се мажорира от събитието Q.

Синоними: Q < P , “Q мажорира P ”, “P се съдържа в Q”,

“Q съдържа P ”, “от P следва Q”, “Q следва от P ”.
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Hепосредствени следствия (чисто логически):

(рефлексивност) за всяко събитие P имаме: P 4 P ;

(транзитивност) за всеки три събития P , Q и R имаме че:

от P 4 Q и Q 4 R следва P 4 R.

Като поредна аксиома налагаме следното свойство:

(антисиметрия) за всеки две събития P и Q имаме че:

от P 4 Q и Q 4 P следва P = Q.

Еквивалентно, P = Q ⇔

{

Probρ (P ) = 1 ⇔ Probρ (Q) = 1 (∀ρ) ,

Probσ (P ) = 0 ⇔ Probσ (Q) = 0 (∀σ) .

Изказана с думи горната аксиома гласи, че ако P , респективно, настъпва или не настъпва,

тогава и само тогава, когато Q настъпва или не настъпва, то тогава P и Q са едно и също

събитие. Новата аксиомата засилва втората аксиома за отделимост, както непосредствено се

вижда от еквивалентната формулировка.
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И така, свойствата на релацията 4 са:

(рефлексивност) за всяко събитие P имаме: P 4 P ;

(транзитивност) за всеки три събития P , Q и R имаме че:

от P 4 Q и Q 4 R следва P 4 R;

(антисиметрия) за всеки две събития P и Q имаме че:

от P 4 Q и Q 4 P следва P = Q.

По такъв начин, множеството Events, снабдено с релацията 4, се

превръща в частично наредено множество (partially ordered set = poset),

тъй като (нека припомним, че) горните три свойствата се явяват

дефиниционни за това.
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В следствие на допълнителни аксиоми ще получим усилването:

P 4 Q тогава и само тогава, когато

за всяко състояние ρ ∈States: Probρ (P ) 6 Probρ (Q)
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За класическите системи, когато Events = P(Ω), релацията 4

е просто релацията на включване на едно подмножество в друго:

P 4 Q ⇐⇒ P ⊆ Q

за всеки P,Q ⊆ Ω (т.е., P,Q ∈ P(Ω) =Events).
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За квантовите системи, когато Events = L(Cn), релацията 4

е отново релацията на включване, но едно линейно подпространство в друго:

V 4 W ⇐⇒ V ⊆ W

за всеки V,W ⊆
лин.

C
n (т.е., V,W ∈ L(Cn) =Events).
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Аксиома за нулата и единицата:

в частично нареденото множество на всички събития съществуват

най-голям най-малък елемент.

Последните ще означаваме с 0 (нула) и 1 (единица), съответно.
невъзможното събитие винаги изпълненото събитие

Написано с формули: за всяко събитие P ∈Events имаме:

0 4 P 4 1 .

От допълнителните аксиоми по-нататък ще следва, че:

P = 0 тогава и само тогава, когато

за всяко състояние ρ ∈States: Probρ (P ) = 0 .

и същo P = 1 тогава и само тогава, когато

за всяко състояние ρ ∈States: Probρ (P ) = 1 .
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За класическите системи (когато Events = P(Ω)):

0 = ∅ ∈ P(Ω) (= Events) ,

1 = Ω ∈ P(Ω) (= Events) .

За квантовите системи (когато Events = L(Cn)):

0 = {0} ∈ L(Cn) (= Events) ,

1 = C
n ∈ L(Cn) (= Events) .
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Логическите операции “и” и “или” за събития

Всяко частично наредено множество допуска формулирането на

логическите операции “и” и “или” посредством понятията за

инфимум (или още, точна долна граница) и

сюпремум (точна горна граница), съответно.

Нашата следваща аксиома е, че

в множеството на всички събития съществуват инфимумите и

сюпремумите на произволни подмножества от събития.
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Припомняне: ако (T,4) е едно частично наредено множество и S ⊆

T, то инфимум на S се определя като:

∧S (≡ inf S) := a ⇐⇒

{

∀x ∈ S : a 4 x

∀y ∈ T : (∀x ∈ S : y 4 x) ⇒ y 4 a .

Изказано с думи, a е най-големия елемент в множеството на всички елементи y, които са

по-малки от всеки елемент x на S.

Дуално понятие е сюпремума:

∨S (≡ supS) := a ⇐⇒

{

∀x ∈ S : x 4 a

∀y ∈ T : (∀x ∈ S : x 4 y) ⇒ a 4 y .

Изказано с думи, a е най-малкия елемент в множеството на всички елементи y, които са по-

големи от всеки елемент x на S.

Подчертаваме, че елементите ∧S и ∨S не винаги съществуват.

Доказва се обаче, че ако съществуват ∧S или ∨S, то определенията по-горе ги

дефинират еднозначно.
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Забележка: Нека отбележим, че ако частично нареденото множество

(T,4) има нула и единица, то

• ∧∅ = 1 , ∨∅ = 0 , ∧T = 0 , ∨T = 1 .

• ∨S = ∧{y ∈ T | ∀x ∈ S : x 4 y} .

• ∧S = ∨{y ∈ T | ∀x ∈ S : y 4 x} .
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В математиката, частично наредени множества, в които произволни,

непразни, крайни подмножества от елементи имат сюпремум и

инфимум, се наричат решетки (наредбени)(lattice).

Ако в решетка съществуват сюпремумите и инфимумите на

произволни подмножества, тогава решетката се нарича пълна

(complete lattice).

По такъв начин, аксиомите формулирани до тук могат да се

свият просто до формулировката, че множеството на събитията

Events е пълна решетка с нула и единица, спрямо операцията

“4”, в качеството на частична наредба.
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Особено важен случай е, когато имаме инфимум и сюпремум на

множество от два елемента. За P,Q ∈Events полагаме:

P ∧Q ( ≡ P и Q ) := ∧{P,Q} ,

P ∨Q ( ≡ P или Q ) := ∨{P,Q}

и по-нататък ние основно ще използваме означения “∧” и “∨” за

обозначаване на логическите операции “и” и “или” между събитията,

съответно.

По-нататък, операциите “∧” и “∨” ще наричаме също решетъчни

операции.

“∧” и “∨” могат да се разглеждат, като бинарни операции..
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За класическите системи множеството на събитията, което е

степенното множество, e пълна решетка.

В този случай решетъчните операции “∧” и “∨” съвпадат с теоретико-

множествените операции сечение “∩” и обединение “∪”, съответно:

P ∧ Q = P ∩ Q , P ∨ Q = P ∪ Q

за всеки P,Q ∈Events = P(Ω) (класическа система).
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Аксиома за отрицанието:

за всяко събитие P съществува събитие Q такова, че Q се случва

(наблюдава) тогава и само тогава, когато P не се случва, както и

P се случва тогава и само тогава, когато Q не се случва.

Написано с формула това условие изглежда така: за всяко състояние

ρ ∈States имаме следните еквивалентности:

Probρ (P ) = 1 ⇐⇒ Probρ (Q) = 0 ,

Probρ (P ) = 0 ⇐⇒ Probρ (Q) = 1

От аксиомата за наредбата следва, че събитието Q е еднозначно определено от събитието P .

Ще казваме, че Q е отрицание на събитието P и ще пишем:

Q =: P⊥ (≡ не P ) .
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Следствие: P1 4 P2 =⇒ P⊥

2
= P⊥

1
.

От останалите аксиоми по-нататък ще покажем, че:

Probρ

(

P⊥
)

= 1− Probρ (P )

за всички P ∈Events и ρ ∈States.

За класическите системи отрицанието е теоретико-множественото

допълнение:
P⊥ = Ω \P

за всеки P,Q ∈Events = P(Ω) (класическа система).



Общи закони на съждителното (пропозиционалното) смятане за събития

P ∧ (Q ∧R) = (P ∧Q) ∧R , P ∨ (Q ∨R) = (P ∨Q) ∨R ,
тъждества за асоциативност;

P ∧Q = Q ∧ P , P ∨Q = Q ∨ P ,
тъждества за комутативност;

P ∨ (P ∧Q) = P , P ∧ (P ∨Q) = P ,
тъждества за “поглъщането”;

P ∧ P = P = P ∨ P ,
тъждества за идемпотентност;

P ∧Q = P ⇔ Q 4 P , P ∨Q = Q ⇔ P 4 Q ,
обратна характеризация на релацията на частична наредба 4

посредством операциите ∧ или ∨;
(

P⊥
)

⊥ = P ,
идемпотентността на отрицанието;

P ∨ P⊥ = 1 , P ∧ P⊥ = 0 , 1
⊥ = 0 ,

закон за изключеното трето и др.;
(

P ∧Q
)

⊥ = P⊥ ∨Q⊥ ,
(

P ∨Q
)

⊥ = P⊥ ∧Q⊥ ,
законите на де Морган.

(за всеки P,Q,R ∈Events).
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Това са законите за класическото съждително смятане, от които са изпуснати

само законите за дистрибутивност:

P ∧ (Q ∨R) = (P ∧Q) ∨ (P ∧R) ,

P ∨ (Q ∧R) = (P ∨Q) ∧ (P ∨R) .

В общия случай, това което следва вместо тъждествата за дистрибутивност, са

неравенства:

P ∧ (Q ∨R) < (P ∧Q) ∨ (P ∧R) ,

P ∨ (Q ∧R) 4 (P ∨Q) ∧ (P ∨R)

В алгебрата, множество с бинарни операции “∧” и “∨” и едномесна операция “⊥”, в

което изпълняват тъждествата от предната страница, се нарича орто-решетка.

Така, аксиомите до тук могат на кратко да се изкажат така:

множеството Events на квантовите събития е орто-решетка (спрямо

релацията “4” и операциите “∧” и “∨”).
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Аксиома за орто-модуларност

(закон за орто-модуларност)

ако P 4 Q тогава P ∨ (P⊥ ∧Q) = Q

за всеки две събития P,Q ∈Events.

Може да се разглежда, като специален случай на дистрибутивност

понеже: P ∨ (P⊥ ∧Q) = (P ∨ P⊥) ∧ (P ∧Q) = 1 ∧Q = Q .

В алгебрата: ... това са орто-модуларни решетки.

В една класическа система:

за събития P , Q, ако P 4 Q, то Q ∧ P⊥ е допълнението на P в Q,

Q \P := P⊥ ∧Q . Пренесяме това и в общи орто-модулари решетки.

Така, закона за орто-модуларност приема вида:

ако P 4 Q тогава P ∨ (Q \P ) = Q .
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Състоянията като вероятности върху орто-решетката на събитията

Завършващи аксиоми за състоянията в общите системи:

Всяко състояние ρ ∈ States изпълнява свойствата:

адитивност ρ(Q) = ρ(P ) + ρ(Q \P ) , за всеки две събития P , Q

∈ Events, за които P 4 Q;

нормираност ρ(1) = 1 .
→ Вероятност върху орто-решетка.

Множеството на на всички вероятностти върху орто-решетка е изпъкнало.

За всяко ненулево събитие P ∈ Events съществува състояние ρ

∈ σ, в което P настъпва почти сигурно, т.е., Probρ (P ) = 1.

По-нататък ще покажем, че от аксиомите следва, че States съвпада с множеството на всички

вероятностти върху орто-решетката Events.

Така, структуро-определяща е именно орто-решетката на събитията Events
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Определение. Елементарно събитие е събитие P ∈ Events,

такова, че за всяко друго събитие Q ∈Events следва, че:

Q 4 P =⇒ Q = 0 или Q = P .

В теорията на частично наредените множества с най-малък елемент (и в частност, решетките

с 0̂ и 1̂) горното свойство определя понятието атом в частично наредено множество.

Така, елементарните събития – това са атомите на решетката на събитията.

Аксиома за атомарност:

всяко ненулево събитие мажорира поне едно елементарно събитие.
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Определение на ниво на събитие.

Нулевото събитие и само то има ниво нула. За едно ненулево

събитие P , казваме че има крайно ниво, ако всяка верига

0 = P0 4 P1 4 P2 4 · · · 4 Pr = P

P0 6= P1 6= P2 6= · · · 6= Pr

е крайна и в множеството на тези вериги има такива с най-голяма

дължина r.

Числото r > 1 се нарича ниво на ненулевото събитие P .

Ясно е, че елементарните събития са тези и само тези събития,

които са от ниво 1.

Системата наричаме от система от крайно ниво или още крайна

система, ако единицата 1 има крайно ниво.

Тогава нивото на единицата ще наричаме ранг на системата.
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Аксиома за крайност:

Всички системи на квантовата информатика са крайни.

Това е равносилно на твърдението, че всички събития имат крайно ниво.

Едни от най-фундаменталните системи на квантовата информатика

са системите от ниво 2: това е системата на един бит.

По-нататък в този курс ще покажем, че в следствие на аксиомите

ни, има по същество точно две системи от ниво две: това са

класическия и квантовия бит.

Последния се нарича също q-бит
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Oпределение. В едно частично наредено множество T и два негови

елемента a, b ∈ T казваме, че

b покрива a, ако a 4 b, a 6= b и за всеки елемент c ∈ T,

a 4 c 4 b =⇒ a = c или b = c .

Така, твърдението, че a е атом на частично наредено множество T с най-малък елемент 0 ∈

T е равносилно на изказването, че a поксрива 0.

Последната аксиома е известна също, като закон за покриването:

Ако P е елементарно събитие, а Q е събитие, такова че P ∧Q = 0,

тогава P ∨Q покрива Q.

Еквивалентно, ако P е елементарно събитие, а Q е събитие, такова

че P ∧Q = 0, тогава (P ∨Q) ∧ P⊥ е елементарно събитие.

Последната еквивалентност оставяме без доказателство.


