
Тази презентация е посве-
тена на кратък преглед на
квантовата логика: основ-
ни аксиоми, понятия и
структурни твърдения.
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Терминът “квантова логи-
ка” е въведен от Биркхоф
и Фон Нойман през 1936 в
статия, която може да се
разглежда като завършек
на базисния период от ак-
сиоматизацията на кван-
товата теория.
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Ние ще разгледаме тук по-
късна и завършена версия
на аксиомите на квантова-
та логика.

Квантовата логика пред-
ставлява логическата
структура на множеството
на всички събития Events.

От гледна точка на ма-
тематическата логика, ста-
ва дума за т.нар. “съжди-
телна логика”, която касае
единствено аксиомите за
работа с логическите опе-
рации на

– конюнкция (“и”): ∧;
– дизюнкция (“или”): ∨;
– отрицание (“не”): ⊥.
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Квантовата съждителна
логика е отслабена
версия на класическата
съждителна логика, чийто
аксиоми са преведени
най-напред.

Тук, P,Q,R са събития,
т.е., елементи на Events.
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Тези аксиоми превръщат
множеството Events в бу-
лева алгебра.
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Специална роля в кванто-
ва логика играят аксиоми-
те за дистрибутивност на
класическата логика.
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Изпускайки дистрибутив-
ните закони от системата
аксиоми получаваме и на-
чалната версия на аксио-
мите на квантовата логи-
ка.
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Получаваме вид “некласи-
ческа” логика чийто моде-
ли в общия случай преста-
ват да са булеви алгебри.

Тези структури се наричат
орторешетки.
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Все пак на мястото на дис-
трибутивността оставяме
една отслабена версия, на-
речена ортомодуларност.

Непосредствено се съобра-
зява, че ортомодуларност-
та следва от втория закон
за дистрибутивност (който
все още стои изписан): на-
истина, от това, че P се
мажорира от Q следва, че
P ∨ Q = Q и също имаме
и, че P ∨P⊥ = 1 и накрая,
Q ∨ 1 = Q.
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Комбинацията Q ∧ P⊥ се
нарича относително до-
пълнение на P в Q.
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Аксиомите до тук превръ-
щат Events в ортомоду-
ларна решетка.
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Остават три заключителни
аксиоми на квантовата ло-
гика:

– аксиомата за атомар-
ност;
– закона за покриването;
– аксиомата за крайност.
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Сега ще приведем после-
дователно и техните фор-
мулировки.
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В тях се използва поня-
тието: покриване в час-
тично наредено множество
(ч.н.м.).

Казваме, че събитието Q
покрива P , ако P и Q са
различни, Q мажорира P и
между тях няма друго съ-
битие.
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Непосредствено следващо
от тук понятие е за еле-
ментарно събитие: това е
събитие P , което покри-
ва нулевото събитие. То-
ест, елементарните съби-
тия са минималните нену-
леви събития.

В контекста на теория на
частично наредените мно-
жества (с нула), такива
елементи P се наричат
атоми в частично нареде-
но множество.
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И така, първата от заклю-
чителните аксиоми – тази
за атомарност – гласи, че
под всяко събитие има по-
не едно елементарно съби-
тие.

Ще отбележим като до-
пълнение извън този курс,
че има безкрайни квантови
системи, които не изпъл-
няват това условие за ато-
марност: в тях процесът на
свиване до нулата е “неп-
рекъснат” (в известен сми-
съл).
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Законът за покриването
гласи, че ако елементар-
ното събитие P има нуле-
во сечение с Q, то P ∨ Q
покрива Q. Така, ние може
да надграждаме всяко съ-
битие посредством кванто-
ва конюнкция с непресича-
що го елементарно съби-
тие.

Обръщаме внимание, че
тук “непресичането”, т.е.,
“нулево сечение” е съ-
ществено по-слабо условие
от “взаимното изключва-
не”, наричано още “дизюн-
ктивност”, което ще въве-
дем по-късно тук.

Тази аксиома, както и
предходната може да се
наруши в безкрайни кван-
тови системи.
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Законът за покриването се
изпълнява в основния мо-
дел на квантовата логика:
орто-решетката на всички
линейни подпространства
на едно крайно-мерно хил-
бертово пространство.

Наистина: там елемен-
тарните събития са
едномерните линейни под-
пространства, а нулевото
сечение на две линейни
подпространства означава
тяхната трасверзалност;
затова, при квантовата
конюнкция, в случай на
трасверзалност, се явява
пряка сума (възможно не
ортогонална) и при нея
размерността скача с еди-
ница, което е индикатор
за покриване.

По-долу отново ще се вър-
нем на този основен модел
на квантовата логика.
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Аксиомата за крайност
гласи, че между нулата
и единицата в Events
има крайна верига от
покриващи се събития.

Тази аксиома очевидно
се нарушава за безкрай-
ни системи: то това е и
определението за безкрай-
на система.

Информационните систе-
ми по необходимост са
крайни, но са потенциал-
но безкрайни: могат неог-
раничени да се надграж-
дат. В този курс ще ни
се наложи да направим то-
зи граничен преход и та-
ка да нарушим тази аксио-
ма, но все пак разглежда-
нето ще остава “по същес-
тво” на крайно ниво.

19



Дължината n + 1 на та-
зи верига се оказва, като
следствие от аксиомите до
тук, че не зависи от вери-
гата. Числото n се нарича
ниво на системата.
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Ето примери за най-
ниските нива:

– Ниво 0: това е “невъз-
можната система” – ана-
лог на празното множест-
во. Тук нулата съвпада с
единицата.
– Ниво 1: в Events има са-
мо нула и единица. Има са-
мо една такава система (с
точност до изоморфизъм)
– това е “синглетона”.
– Ниво 2: система “бит”. В
този курс ще имаме при-
мерите на класически и
квантов бит, наричан още
кубит (q–бит).
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Това са аксиомите на кван-
товата логика: логиката на
квантовите събития.
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Тук аксиомите на кванто-
вата логика са изписани
съвсем накратко.
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Горните аксиоми, макар и
да не са формулирани точ-
но в този пълен вид от
Биркхоф и фон Нойман,
но все пак тяхната работа
остава основополагаща.
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В тези монографии се съ-
държат горните аксиоми,
заедно с произтичащите от
тях следствия, главните от
които ще приведем сега.
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Преминаваме към основ-
ните следствия на тези ак-
сиоми.
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Това е структурната тео-
рия на квантовата логика.
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Първата структурна теоре-
ма разкрива “полупросто-
тата” на квантовите систе-
ми: те се разбиват в пряка
сума на прости системи.

В точен математически
смисъл това се отнася до
орторешетката на събити-
ята Events. Ние няма да
даваме пълната теория на
преките произведения на
решетки, а само ще опи-
шем накратко основната
им структура.
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Частичната наредба в пря-
ко произведение на час-
тично наредени множества
е покомпонентна – това е
определение.
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Оттук следва, че покомпо-
нентни са и операциите на
конюнкция и,
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на дизюнкция – в случаи-
те когато имаме произве-
дение на решетки.
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В случая на преки про-
изведение на орторешет-
ки, следното полагане во-
ди до структура на орто-
решетка в прякото произ-
ведение. В дясната стра-
на конюнкцията е по все-
възможните разполагания
на отрицанието в редица-
та P1, . . . , Pk, започвайки
с поне едно.
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Простотата означава, по
определение, че такова
разбиване в нетривиално
пряко произведение за
k > 1 е невъзможно.

Системите с прости орто-
решетки на събитията ще
наричаме неприводими.
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От ниво 1 имаме само една
система – това е синглето-
на – неприводима система.
Освен това Events е булева
алгебра в този случай.

При ниво ⩾ 2 неприводи-
мите системи са задължи-
телно небулеви. Ще ги на-
речем: “чисто квантови”.
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Ето основния пример за
чисто квантова система:
множеството от събития е
частично нареденото мно-
жество на всички линейни
подпространства в хилбер-
тово пространство Cn.
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Нивото на системата е n:
всяка верига от линей-
ни подпространства, чия-
то размерност нараства с
единица е нужната верига
според аксиомата за край-
ност.
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Елементарните събития са
едномерните линейни под-
пространства.
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Виждаме: системата е
“крайна”, но елементарни-
те събития са безкрайно
много!
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Приведеният пример ще
основния пример в нашия
курс и можеше направо да
положим за “аксиома”.

И все пак, от концептуална
и дори, философска глед-
на точка е интересно да от-
бележим, че това е “поч-
ти общия случай на чисто
квантови системи”.
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В пояснение на последно-
то изявление ще скици-
раме накратко конструк-
цията, която показва как
приведените по-горе акси-
оми водят до геометрична-
та интерпретация на кван-
товата логика.
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Изхождаме от определени-
ята по-горе за покриване
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и за елементарност.
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И сега следва геометрич-
ната интерпретация:

Обявяваме елементарните
събития за “точки”.
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Обявяваме събитията от
ниво 2 (т.е., тези които
покриват елементарни съ-
бития) за “прави”.
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Релацията на инцидент-
ност – “лежи на” – се за-
дава от релацията на ма-
жориране. Оттук произти-
чат и понятия като “прави
се пресичат в точка”.
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В следствие на приве-
дените по-горе аксиоми
на квантовата логика се
доказва, че при горни
определения се изпълня-
ват т.нар. “аксиоми на
Уайтхед на проективната
геометрия” (Wikipedia).
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Аксиома G1:

Всяка линия има поне три
точки.
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Аксиома G2:

Все две различни точки a
и b лежат на единствена
права – означаваме я с ab.
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Аксиома G3:

Ако правите ab и cd се
пресичат, то се пресичат и
правите ac и bd (предпола-
гайки, че a и d са отлични
от b и c).

Тази аксиома въвежда по-
нятието “компланарност”
за четири точки.
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В следствие на тези аксио-
ми, нивото n на решетката
от събития се оказва равно
на размерността на полу-
ченото проективно прост-
ранство минус едно. Така,
това проективно простран-
ство на свой ред идва от n
мерно “линейно простран-
ство”.

Тук сме сложили “ли-
нейно” в кавички, поне-
же освен над комплексните
числа C ние може да по-
лучим пространства и над
други “числови системи”
(числови полета).

Преди всичко обаче, за да
е възможна тази конструк-
ция е необходимо нивото
да е поне 3. Тоест, сис-
темите от тип “бит” имат
твърде слаба структура за
да породят геометрия.
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И така, всяка решетка на
събитията Events на чис-
то квантова система по-
ражда най-напред собстве-
на числова система над ко-
ято се строи проективното
пространство, което моде-
лира геометрично събити-
ята.

Оказва се, че върху ако
върху произволна права
се изберат три различ-
ни точки: “нула”, “едини-
ца” и “безкрайност”, то
в допълнението на точка-
та “безкрайност” се инду-
цира единствена структу-
ра на т.нар. “реални алгеб-
ри с делене” (real division
algebras, Wikipedia).
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Ето например как се строи
произведението на две
точки a и b.
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Ако изпратим точката
“безкрайност” – на без-
крайност и заедно с нея
и червената права, то
оставащите едноцветни
прави ще са съответно
успоредни. Това е афинна
реализация на произ-
ведението и тя следва
директно от съображения
за подобие.
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Виждаме, че имаме два
начина за умножаване: ab
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и ba.
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В случая те съвпадат, по-
неже сме в “реална геомет-
рия” и реалните числа са
комутативни.
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Ето съвпадението ab =
ba в най-обща геометрич-
на ситуация. Това е т.нар.
теорема на Пап (Papus
theorem), която в опреде-
лени ситуации обаче може
да се наруши и получени-
те числови системи да се
окажат некомутативни.
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Доказва се, че при раз-
мерност на проективното
пространство (= нивото-1)
>⩾ 2 получената числова
система е винаги асоциа-
тивна – това е т.нар. тео-
рема на Дезарг.

В тези случаи получава-
ме три възможни числови
системи (три реални асо-
циативни алгебри с деле-
не): R, C и H (кватернио-
ни). Това гласи теоремата
на Фробениус.
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Случаят с ниво 3, кой-
то съответства на размер-
ност 2 на проективната ге-
ометрия (проективни рав-
нини) носи допълнителна
възможност.

Това е т.нар. изключител-
на недезаргова геометрия
на Кейли Cayley plane. Съ-
ответната числова система
е алгебрата на октониони-
те O, която е неасоциатив-
на.

59
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Горните конструкции ни
водят до пълна класифи-
кация на орторешетките на
събитията за чисто кван-
товите системи.

При нива ⩾ 4 те са вина-
ги хилбертови пространст-
ва (и по-общо, леви хил-
бертови модули) над R, C
или H.
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Подробно горните резулта-
ти могат да се намерят в
цитираните монографии.

За сега в природата сме
наблюдавали само кван-
тови системи над комп-
лексните числа. Теоретич-
но няма проблем да рабо-
тим и над реалните чис-
ла. Кватернионите обаче
остават до днес теоретич-
но предизвикателство, тъй
като те при тях остава не-
ясна ситуацията с описа-
нието на т.нар. съставни
квантови системи (ще ги
разгледаме в третата акси-
оматична част).
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Както изтъкнахме по-горе,
случаят с ниво 3 ни во-
ди и до една изключител-
на квантова система – над
октонионите. Тези кванто-
ви системи са още по-
предизвикателни и от ква-
тернионните. В тях има ед-
на “мистична троичност”,
която в последните години
стана актуална във връзка
с описание на кварките в
теорията на елементарни-
те частици.
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И така, връщаме се към
основното изложение на
тази презентация.

В горното допълнение
обяснихме защо нашия
основен модел на кванто-
вите събития в (крайните)
чисто квантови системи
е “почти” общия случай.
В настоящия курс това
ще бъде и единствения
квантов случай.
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Нека да определим: кла-
сическа система – това е
система, в която орторе-
шетката на събитията е бу-
лева алгебра.
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Известна теорема от тео-
рията на булевите алгеб-
ри ни дава като следс-
твие, че класическите сис-
теми от ниво n имат орто-
решетки на събитията, ко-
ито могат да се предста-
вят като степенно множес-
тво (power set) над n еле-
ментно множество.
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С други думи, можем да
разглеждаме събитията в
тези системи като подмно-
жества на някакво n еле-
ментно множество, да ре-
чем, {1, . . . , n}.

Основните релации и опе-
рации над събития тогава
имат естествената интерп-
ретация в термини на тео-
рията на множествата.
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За общи системи (дори
не непременно неприводи-
ми), нека да въведем по-
нятието “подсистема”. Ед-
на такава се характеризи-
ра с орторешетка на съ-
битията Events1, която е
подрешетка на изходната
Events.

По определение, последно-
то означава, че логически-
те операции ∧, ∨ и ⊥ не ни
извеждат извън Events1.

Смисълът на това опреде-
ление е, че разглеждането
на подсистема е равносил-
но на това да отделим под-
множество от събития, ко-
ето да е затворено спрямо
логическите операции.
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И сега, ще определим “ек-
сперимент” в нашата сис-
тема като подсистема, коя-
то сама по себе си е класи-
ческа. С други думи, това
е булева подалгебра на ор-
торешетката на събитията.

Това е съвсем естествено:
нашата собствена логика
на събитията винаги ще
остава класическа и буле-
ва.
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Събитията P1, . . . , Pk ще
наричаме съвместно из-
мерими, ако участват в
общ експеримент. С други
думи, ако участват в об-
ща булева подалгебра на
Events.

С това можем да кажем,
че “прокудената дистрибу-
тивност се завръща на бял
кон”.

Ние не сме забранявали
дистрибутивността, а
просто я изпуснахме от
задължителните, общова-
лидни аксиоми. Сега тя
влиза в общата квантова
теория като условие за
съвместна измеримост.
Излиза, че допускането
на недистрибутивността
ни позволи да моде-
лираме математически
един от най-основните
квантови феномени –
този на съвместната
неизмеримост.
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В практически план, оказ-
ва се че има техничес-
ки по-просто понятие, ко-
ето се оказва еквивален-
тно на съвместната из-
меримост. Това релацията
“комутируемост в орторе-
шетка” – дефинирана как-
то е показано.
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Припомняме означението
Q\P := Q ∧ P⊥,
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което по-нататък основно
ще използваме.
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Забележете, че операция-
та на относително допъл-
нение Q\P вече използва-
ме за общи събития P и Q,
а не само за случая когато
Q мажорира P .
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В такъв случай, аксиомата
за ортомодуларност може
да се преизкаже така: ако
P се мажорира от Q, то P
комутира с Q.
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Основният резултат от те-
орията на съвместната из-
меримост е, че тя е рав-
носилна на комутируемост
по двойки (при предпо-
ложение на аксиомите на
квантовата логика). В час-
тност, комутируемостта е
симетрична релация. И съ-
що, за съвместната из-
меримост е необходимо и
достатъчно тя да се случ-
ва по двойки.

И така, комутируемостта е
равносилна на съвместна-
та измеримост на двойката
събития. Забележете оба-
че, че в общия случай то-
ва не е транзитивна рела-
ция!
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Нека да определим цен-
тър на орторешетката на
квантовите събития като
подмножеството от тези
събития, които комутира
с всички останали. Та-
ка, централните събития
се добавят към всеки екс-
перимент. Също, нулата и
единицата са винаги цент-
рални събития. Ако нула-
та и единицата са единст-
вените централни събития,
то казваме, че центърът е
тривиален.

Приведеният резултат гла-
си, че всяка неприводи-
ма система има тривиален
център.

Вярно е и обратното: три-
виалния център е индика-
тор за неприводимост.
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Като второ допълнение,
извън основното изложе-
ние на тази презентация,
ще скицираме как поняти-
ето център ни позволява
да докажем първата струк-
турна теорема (тази, която
се отнасяше до разбиване-
то на орторешетката на съ-
битията на пряко произве-
дение на прости).

Конструкцията обобщава
известния комбинаторен
изоморфизъм на булеви
алгебри, който се ин-
дуцира при разбиване
(partition) на основното
множество Ω на булевата
алгебра. Както се вижда
от картинката, всяко
подмножество P ⊆ Ω е
в 1–1 съответствие със
“следите”, които оставя
в разбиването. По такъв
начин и булевата алгебра
P(Ω) се представя като
пряко произведение.
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Тази конструкция се при-
лага и общия случай, но
спрямо атомите на центъ-
ра. Те водят до простите
множители в прякото про-
изведение на разлагането
на Events.
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За случая на разлагане
на булева алгебра: прости
множители са булевите ал-
гебри на синглетоните.
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P({•}) ∼= {0̂, 1̂}.
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Така, общия случай на
орторешетка на събития
описва “хибридна систе-
ма”, която е съставена от
чисто квантови системи
взети като класически ал-
тернативи.

Такава би била ситуаци-
ята при т.нар. “хибридни
изчисления”, които имат
квантови подмодули, ре-
зултатите от които се съче-
тават от последващо кла-
сическо изчисление.
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Връщаме се към основ-
ната презентация и ед-
но допълнително развитие
на понятията свързани със
съвместната измеримост и
експерименти.

Дизюнктивни събития –
това са нулево пресичащи
се по двойки събития, кои-
то освен това са и съвмес-
тно измерими.

И така, за взаимното из-
ключване на две събития-
та не е достатъчно нулево-
то им пресичане! Нужно е
и да комутират, т.е., да са
съвместно измерими.
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Дизюнктивно обединение:
това е обединение по ди-
зюнктивна система.
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В частност, за единицата:
това води до едно от най-
главните понятия в курса
– дизюнктивното разбива-
не на единицата.
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Без доказателство ще при-
ведем едно иначе просто
твърдение: експерименти-
те в една система са в 1–1
съответствие с дизюнктив-
ните разбивания на едини-
цата.

Фактически: едно такова
дизюнктивно разбиване на
единицата се състои от
атомите на булевата алгеб-
ра от събитията на експе-
римента. С други думи, то-
ва са елементарните съби-
тия на експеримента.
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Допълнителното дизюн-
ктивно подразбиване на
елементарните събития
на един експеримент
представлява неговото
изфиняване. Макси-
малният експеримент,
т.е., максимално финия
експеримент, е такъв,
чийто събития не могат
повече да се подразбиват
дизюнктивно.
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Така, това е експеримент,
чийто елементарни съби-
тия са и елементарни съ-
бития в рамките на цялата
система.

В последствие ние ще
свържем максималните ек-
сперименти с ортонорми-
рани базиси в хилберто-
вото пространство на сис-
темата. Оттам ще дойде
и израза “измерване в ба-
зис”.
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Завършваме тази презен-
тация с няколко картин-
ки, илюстриращи послед-
но въведените понятия.

Измерването или още,
наблюдението в кванто-
вата физика е активен
процес, свързан с не-
отстранимо минимално
смущение.
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В следствие на това, ние
никога не получаваме пъл-
на информация за наблю-
давания квантов обект.

При всяко измерване ние
извличаме определена
“класическа картина”
за този обект, но тя е
винаги непълна, макар
и да би могла да бъде
максимизирана.
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Така, поради общата не-
дистрибутивност и нали-
чие на съвместно неизме-
рими събития ние имаме
множество максимални ек-
сперименти.
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Всеки дава някаква “кла-
сическа подкартина”,
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винаги непълна.
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Съвкупността от всички
тези максимални експери-
менти обаче, т.е., мак-
симални булеви подалгеб-
ри покрива цялата орторе-
шетка на събитията.
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